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1. INTRODUGAO

Sendo » um numero real ou complexo cuja parte real
R(u) é maior que — 1, podemos definir a funcdo gama pela
identidade :

oo

(1.1) T(uet)=/ tYet gt
o)

Uma propriedade importante da funcio gama, que tem a-
plicacéo na teoria das fungGes caracteristicas do Calculo de Pro-

babilidades, é que na integral acima podemos substituir a va-
riavel real t por uma variavel complexa.

z=%x+yi= gosqp+isenq),
desde que tenhamos

T T
—‘_'—<(I)<___y
2 2

sem que isto altere o valor da integral.
Se em (1.1.) fizermos t = w2, com w >. 0, obteremos

QO
(1.2) T (ye1)s= 7‘#"” 'e"'z dw
(0]

e se 2u + 1 for um nimero par ndo negativo, a fungéo
w2u 41 e —w2

serad par, de sorte que teremos

o0 2
(1.3) F(u+|)/ wlu+ eV dw
L oo

Nesta integral podemos substituir w por z = w + fi, onde
f é constante, também sem alterar o valor da integral.
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Estas duas propriedades sdo implicitamente admitidas por
diversos autores, como KENDALL (2, p. 95), e PIMENTEL GO-
MES (4, p. 645) e outros chegam a sugerir o método de demons-
tracdo, como fazem CRAMER (1,p. 126) e LEVY (3,p. 178),
mas nio conseguimos encontrar demcenstragdes publicadas para
elas. Dai a razdo da elaboragdo déste trabalho.

2. PRIMEIRA PROPRIEDADE

Pode ser expressa pelo teorema seguinte.
Teorema I A integral

O

tu' e—t dt =T (u+?)
0

nao se altera quando substituimos a variavel real t por uma
variavel complexa

z=¢ (cos ¢ +1iseng),

onde a constante ¢ é tal que tenhamos

T T
— < (’) < -
2 2
Demonstracdo
yi

Consideremeoes o
contbrno A B C D
indicado na figura 1,
no qual BC e AD
sdo arcos de circulo C
com centro na ori-
gem e raios, respec-
tivamente, R e 7.

Como a fungéo
Zu e—2z
é analitica em todo o [
semiplano R(z) > 0, O A B X

temcs :
Fig. 1

A
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ABCD

(2.1) /+f/+/zu e Z dz=0.
AB BC CD DA

Sendo f(z) < M ao longo de um arco regular L de
comprimento ¢, sabemos que

f(z) dz = Mc

Aolongode B Ctemosz =R (cos ¢ +isen ¢ ), coma
entre zero e ¢ ,logo

-2 = i =
Ie I Ie_R(cosa + i senat ), -e_R cos & ée_R’ cos @
E, sendo u=a + bi, temos ainda
= u logz
lzu l TN |e °9 l

|e(a+bi) (log R+ la)' I

¢ log R - ba

< K Ra,

onde K é uma constante conveniente.
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a+i _R co
fz“ e’ dz\4KR° RSP Rp= ke RI o7 CB®
co

m
fica claro que para - _72_r < P < 7 temos
“m/;u e? dz =0
R +ooJCD
Analogamente obtemos
2Y e? dz < K(pr‘“‘ e-f Cos ¢

DA

e, como a 4+ 1 > 0 por hipotese, é evidente que

lim /z" el dz = 0.
r +0 DA

_Por definigo

|Im Z"z dz = fu e-t dt =T (u+1).
-» OO

logo de (2.1) resulta que

- .
(2.2) T (u+el) = llm Y el dz=/ 29 e? dz,
- OO
r-vO AC 0

sendo nesta integral
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z= ¢ (cos ¢ + isen ) . (C.Q.D)
Se tomarmos f§ = cos ¢ -} i sen ¢, p=t , (2.2) nos dara:,
m 12
@3 Iu4+n=p9t!? fU e Ht
0

dt,
onde se exige R (;) > 0. isie modo de apresentar o teorema I
¢ dado por CRAMER (1, p. 126), sem demonstracao.

3. UM EXEMPLO DE APLICACAO DO TEOREMA I

A distribuigde do %2 tem por fungdo de frequéncia a
funcao

p(wv)y =C v e ,

onde v = %% > 0 n é o grau de liberdade do 32 e

C= 1

N =

2 T (%)

A fungéo caracteristica (4, p. 643) dessa distribuicdo sera

<Q
n
. =-1 X
bo(t) = ¢ ve e 2 ity
0 e dv
oo
n
=C 2ot s - H),dv
(@]
Tomemos
1 1

2z =V (— —it), dz = (— — it) dt
2 2
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e o teorema acima nos permite concluir que

(o )
U
dy) = Cos 22 e? dz
1 ——
(E_”)Z 0]
c n
= 1 % ’P(E)
(f—lf)
_ 1
B n
2
(1-2it)

4. SEGUNDA PROPRIEDADE

E’ expressa pelo teorema seguinte:
Teorema II — A igualdade

-0

valida quando 2u 4 1 é um numero par ndo negativo, néo se
altera quando se substitui a variavdl real w pela variavel com-
plexa z = w + fi, onde f é constante.

Demonstracgdo

Consideremos o - yi
contorno A B C D
da figura 2. A funcao

z2u 41 e—22 |
com 2u -+ 1 numero
par nio negativo, é
analitica em todo o B
plano complexo. Lo- = _w 0 W X
go:

fi v C

O

Fig. 2
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P .. - 2
(4.2) / +/ +/ +/ vt a2 dz = 0O
AB B8C CD DA

Sobre BC temos

2 _w2.y2 _wl +f2
o-(weyi) ‘ - e e

2
z u+t

'/:uﬂ _Z

2u + i

2u +1 <(w+f) 2u+t,

4 w ¢+ fi

2u +1 e_wz +12

f,
de onde se conclui imediatomente que
/2u¢1 e_z = 0.
Analogamente se demonstra que
2
tim 22u+1 e-? dz = o,
w—> oo
DA
logo de (4.2) e (1.3) resulta que
2
2 i<
r‘(u*1)=/‘(w+fi) Vel Wt (Caoy
J—OQ ’

5. UM EXEMPLO DE APLICACAO DO TEOREMA II

A funcdo caracteristica ¢ (t) da distribuicio normal
com média zero e varidncia o 2 é (4, pp. 644-645) :
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o0 xz

1 it - —
0V2nb//ﬂ
- oo

S ovVen

- o0

Pelo teorema II temos:

oo
d(1)=8 e 202 dx
agyvean
jp.
- e 2 .
T oV2 Ty
AVERI 2
12 42
= @ 2t o
6. ABSTRACT

This paper proves the following theorems on the gamma
function :

Theorem 1

The integral

tV e dt =T (u+1),
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where u, real or complex, is such that R (u) >> —1, will not
change its value if we substitute

z = ¢ (cos ¢ + isen @)

for the real variable t, being ¢ constant and such that

T T
- < @ < e ’
2 2

Theorem 11

The integral
dw = I (U +1 ,l

where 2u 4- 1 is supposed to be a non negative even integer,
will not change its value if we substitute z = w - fi, f being
a real constant, for the real variable w.

The proof of both theorems is obtained by means of the
well known Cauchy theorem on contour integrals on the com-
plex plane, as suggested by CRAMER (1, p. 126) and LEVY
3, p. 178).
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