
Dois teoremas sôbre a função gama 

FREDERICO PIMENTEL GOMES 

Escola Superior de Agricultura "Luiz de Queiroz" 
Univers idade de S. Paulo — Piracicaba 

ÍNDICE 

1 — Introdução 150 
2 — Primeira propriedade 151 
3 — U m e x e m p l o de aplicação do teorema I 154 
4 — Segunda propriedade 155 
5 — U m e x e m p l o d e aplicação do teorema II 156 
6 — A b s t r a c t 157 
7 — Bibliografia 158 



1. I N T R O D U Ç Ã O 

Sendo u u m número real ou complexo cuja parte real 
R ( u ) é maior que — 1, podemos definir a função gama pela 
ident idade : 

(1.1) Ti 1.+1) = / t u e " f dt . 

U m a propriedade importante da função gama, que t e m a-
plicação na teoria das funções características do Cálculo de Pro­
babilidades, é que na integral acima podemos substituir a va ­
riável real t por uma variável complexa. 

z = x - j - y i = Q (cos q> -f- i s en çp ) , 

desde que tenhamos 

TT Tf 
<(/< > 

2 2 

sem que isto altere o valor da integral. 

S e e m (1.1.) f izermos t = w 2 , com w ^ 0, obteremos 

w 2 u + 1 - e - w 2

 d w 

e se 2u + 1 fôr u m número par não negativo, a função 

v/2u - j - l e —w2 

será par, de sorte que teremos 

(13) r ( u + 1 ) « / w 2 u + 1 e " w dw 

Nesta integral podemos substituir w por z = w - f fi, onde 
f é constante, também sem alterar o valor da integral. 



Estas duas propriedades são implic i tamente admitidas por 
diversos autores, como K E N D A L L (2, p. 95) , e P I M E N T E L GO­
M E S (4, p. 645) e outros chegam a sugerir o método de demons­
tração, como fazem CRAMER (1, p. 126) e L E V Y (3, p. 178), 
mas não conseguimos encontrar demonstrações publicadas para 
elas. Daí a razão da elaboração deste trabalho. 

2. PRIMEIRA P R O P R I E D A D E 

Pode ser expressa pelo teorema seguinte. 
Teorema I A integral 

Demonstração 

Demonstraçã 
Consideremos o 

contorno A B C D 
indicado na figura 1, 
no qual BC e A D 
são arcos de círculo 
com centro na ori­
gem e raios, respec­
t ivamente , R e r. 

Como a função 
z u e—z 

é analítica e m todo o 
semiplano R ( z ) > 0, 
temos : 



Sendo f (z) ^ M ao longo de u m arco regular L de 
comprimento c, sabemos que 

A o longo de B C temos z = R (cos a -\- i sen a ) , com a 
entre zero e q> ,\ogo 

I e " Z I = I e - R ^ cos cx • i sencx ) | = _R c o s a ^ _R cos <p 

E, sendo u =a + bi, temos ainda 

| z u I = x | e u log 2 J 

= | e ( o +bi) ( log R+ l a ) | 

„o log R - b a 

^ K R ° , 

onde K é uma constante conveniente . 



/ \ u e - z dz ^ K R ° e - R c o s V > R (p= K(p R 0 + 1 e - R C 0 S < P 

fica claro que para - £ * <p % temos 

lim / z

u e " z dz = O 

R -t-ooJCD 

Analogamente obtemos 

/
z u e - 2 dz ^ K <pr 0 + 1 e " r c o s V 

e, como a -}- 1 >> 0 por hipótese, é ev idente que 

, i m / z U e " Z dz « O. 
r DA 

Por definiçõo 

lim / * Í V z dz = rtu e - f dt = r (u +1 ), 

R OO / / 

r ^ O ^ A B <7o 

logo de (2.1) resulta que 

(2 .2 ) r {u+1) = lim / z u e - z d z r / ^ z " e " z dz , 

r - » 0 ^ A C » - / 0 

sendo nesta integral 



z = Q (cos <p -\- i sen <p ) . (C.Q.D.) 

Se tomarmos $ — cos q> -\- i sen cp , Q=t , (2.2) nos dará :, 

/

00 

t U e "~ / U dt, 

onde se ex ige R (/;/) > 0. Êsie modo de apresentar o teorema I 
é dado por CRAMER (1, p. 126), sem demonstração. 

3. U M E X E M P L O D E A P L I C A Ç Ã O DO TEOREMA I 

A distribuição da x 2 t em por função de freqüência a 
função 

n v 

2 2 

p (v) = C v e 

onde v = x2 > 0. n é o grau de liberdade do x2 e 

z2 r ( I ) 

A função característica (4, p. 643) dessa distribuição será 

Tomemos 1 1 z — v ( it) , dz = ( it) dt 2 2 



e o teorema acima nos permite concluir que 

4. S E G U N D A P R O P R I E D A D E 

E' expressa pelo teorema seguinte: 

Teorema II — A igualdade 

válida quando 2u + 1 é u m número par não negativo, não se 
altera quando se substitui a variável real w pela variável com­
plexa z = w + fi, onde f é constante. 

Demonstração 
Consideremos o 

contorno A B C D 
da figura 2. A função 

Z 2u - f l e—z2 > ' 
com 2u + 1 número 
par não negat ivo, é 
analítica e m todo o 
plano complexo. Lo­
go : 



Sobre BC temos 

logo 

de onde se conclui imediatamente que 

Analogamente se demonstra que 

logo de (4.2) e (1.3) resulta que 

5. UM E X E M P L O D E A P L I C A Ç Ã O DO TEOREMA II 

A função característica 0 (t) da distribuição normal 
com média zero e variância o 2 é (4, pp. 644-645) : 



Pelo teorema I I t e m o s : 

6. A B S T R A C T 

This paper proves the fo l lowing theorems on the gamma 
function : 

Theorem I 

The integral 

I ."J - t 
I t e dt = r ( u +1 ) , 

Jo 



w h e r e u, real or complex, is such that R (u) > — 1 , wi l l not 
change its value if w e substitute 

z = Q (cos (j + i sen j ) 

for the real variable t, being j constant and such that 

Tf If 
— < < , 

2 2 

Theorem II 

The integral 

f OO 

/ 2u + 1 - w 2 _ , . , 

«•̂  — OO 

where 2u + 1 is supposed to be a non negat ive even integer, 
wi l l not change its va lue if w e substitute z = w + fi, f being 
a real constant, for the real variable w . 

The proof of both theorems is obtained by means of the 
we l l known Cauchy theorem on contour integrals on the com­
plex plane, as suggested by CRAMÉR (1, p. 126) and L E V Y 
(3, p. 178). 
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